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• xMy{zJ|}z�~�y��
y{����~`�(��~��:z��.�4��|����
∫

C

F(r) · dr

�����(�)� ~��(� ��� |��`�:z�����4�8��z�y��J������y � � � ����z�~`y4� F(r) �$�(�8��� r ~���|-���8�nz�y4� � |���| � �nz��8��H��� ����| � y�~��:z@~���� � |��.�2�b� ���(� ��~`�2�
z�y F

�"  �(��� �(�)� |{z�~�y��
~��M|��(�¡~��(�?|{���ez���� F · r � � �J�¢z���|}z r ~��£���¤�.� � ~`�(��z����u� � ����� C

• ¥¦�8|{��~`�(�)y���z������`~��(��~��4z��.�4��|����
∫

C

F(r) · dr =

∫ b

a

F(r(t)) ·
dr

dt
dt

≈
∑

a≤t≤b

F(r(t)) · dr

≈
∑

a≤t≤b

F(r(t)) ·
r(t + ∆t) − r(t)

∆t

��§ ���8|{�(��y{z£~��4z��.�4��|{z��-��y�� r ���¤�.� � ~`�(�O� �¤¨7�8�8| � ��������.|��(�(y�z+��� � ���2�R�8�4z$~`z � |}z���� � |}z�~��8|{���`©
��ª ���Rz��2|��=«¡�¤����� � ���2�R�8�:z r |��$|X� �¤y�� t «(|�����z��(�8�
�$���.�

∗ t = a « r ~¬�+z��(�?� � � y�~��:z£y{� C
∗ t = b « r ~¬�¤z����� � � y4~`�:z£y{� C
∗ a < t < b « r ~¬�£�R�¤�.� � ~��(�
� �

��®6¯ | �)� ����y{� � ����� § y4��°��¡y��(��y�� � y{z�~`y4��~��X�(y��(±B�Rz��J|{~����:z+�`~��(�

²
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� x£y � |}z�z��8�$�(y}�ÆËÄ�H|��RzÄÌ�y��$�(y}�ÍËR���`y}�¤ÌM©4y � �u� �+|���������8� � ~��(�D«4z��(�����8� � �\z$~¬��Î � �Rz C

~Y� �4�uÏeÐ�Ñ�Ò}Ó}Ô\Õ�Ñ�ÖR×�Ø»Ð�ÑuÔ\Ù»Ú7Ñ�Ù»Ú�ØÛÑYÜ�Ý�Ó{ÔbÞ�Ö2Ñ�ß�ÚeÖ}Ø$Þ�ÑÛà(Ñ.Ú7Þ�Ö}ÚáØ�Ð(Ñ,âJÐ(Ö}ÙHâJÑ)ÖÄ×uÝ�ÑBàeÝ�ÑnßnÑ.Ú�ØÛÓ}ØYÙHÖ}ÚfÖÄ×)ã
�"ä¤� z+z��(����~��(��~`�:z��.���J|{�6� �+�¡� � �.���
y4�¢z��(�u|��nz � |�� � |}z��
y�� C

å6æRå çéè6êRë=ì-êÄè@í(îÄïgð

• ñ£� � ���8���.�:z�~��(� F(r(t)) |��8�
��ò y �)� y��(�8�:z��+y{� F |��`y4�(� x ±J« y ±J«(|{�D� z ±B| ¯ �8�

• ñ£� � ���8���.�:z�~��(� r(t) |��8�
�"ó � y}�:~��(� � y�~��4z2«�|��$| � |���| � �nz��8�$� �(��� �`~��8��z�y F

•   ���.�X�����|��4� dr = (dx, dy, dz) «�|{�D�z��(�.�
∫

C

F · dr =

∫ b

a

F(r(t)) · dr(t)

=

∫ b

a

(F1, F2, F3) · ( )

=

∫ b

a

(F1dx + F2dy + F3dz)

• ó ����y�«
∫

C

F · dr =

∫ b

a

F(r(t)) ·
dr

dt
dt

=

∫ b

a

(F1, F2, F3) · ( )dt

=

∫ b

a

[F1x
′(t) + F2y

′(t) + F3z
′(t)] dt

• ®_¯ | �)� �`�4�6ô_��y�¨(��� �õ� �nzMö(� ²�÷ � �8�Rz�~�y��Xøù ~���� ∫

C F(r) · dr ��y4� F = [x − y, y − z, z − x] |���� C �(�nú��(�2�X|��+z��(���`y¡� � �+y{� r = [2 cos t, t, 2 sin t] ����y � (2, 0, 0)

z�y (2, 2π, 0)

��� z�� � ² � § ��z���©?z�y � ��� ∫

C
F · dr =

∫ b

a
F · dr

dt dt

∗ r = [2 cos t, t, 2 sin t]

∗ (2, 0, 0) =⇒ r( ) «(~Y� �4� t = = a

∗ (2, 2π, 0) =⇒ r( ) «(~Y� ��� t = = b

��� z�� �¦û �
∫

C

F · dr =

∫ b

a

F ·
dr

dt
dt =

∫ b

a

[F1x
′(t) + F2y

′(t) + F3z
′(t)] dt

=

∫

0

[(x − y)( ) + (y − z)( ) + (z − x)( )] dt

=

∫ 2π

0

[( ) · (−2 sin t) + ( ) + ( ) · 2 cos t] dt

=

∫ 2π

0

[

−2t sin t + t − 2 sin t − 4 cos2 t
]

dt

= −2 [sin t − t cos t]2π
0 +

[

1

2
t2

]2π

0

− 2 [− cos t]2π
0 − 4

[

1

2
t +

1

4
sin 2t

]2π

0

= 2π2

û
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• ñ£� � � � ¨D�8�8����~`�(��~��:z��.�4��|����)Ó��¢�¡� � �.�D��y4�
z��(��|��nz � |�� � |}z��Xy{� C
��§ �(�8�
�$~����=~\zM�¡� � �8���=«7|{�����$�(�.�X�$~��`��~\z£~����¡� � �8���¡�.�:z��

•   ���.y���� � ² �
��~`��� ~��:z��8���J|{� ∫

C
F(r) · dr ~��+~����¡� � �8���¡�8�4z$y���z���� � |}z���~`�X�¡y � |�~`� D ~`�@|�����y��(��©?~\� F ~¬�$|��4��|4�¡~��.�:zy��@��y � �M� � ����z�~`y4�

f ~`� D «�~�� ��� F = grad f �
� ù y4� � ��y�y��Ä«¡���2|���¨Dy�y�° � |{�4����� û �
�"  �(��� ¯ | �,� �`����~����8��~�� � |{�4� ² ~¬�$| � |}z��¡±B~`���(� � �.���¡�8�:z£�`~��(��~��4z��.�4��|��

∗ ä �8�8| � ���-~`z£~¬�£|�à(Ö{ØBÑ.Ú�ØYÙHÓ}ÔbÑ.Ú�ÝYÜ�� � ��y�¨��`� �
��ª �@z��(����~`�(��~��:z��8���J|{�=~¬� � |}z��¡±Y~����¡� � �8���¡�8�4z2«(�¤� �D|����

∫

B

A

F(r) · dr = f(B) − f(A)

�$�(�8��� A |{��� B |���� z�����~`�(~`z�~¬|{�b|{���¢z��8� � ~���|{� � y�~��:z��$y��@� � ���4� C |{��� F = gradf �
��ª �X�Ry � ��| �(� ��~��8|}z�~�y��D�.«¡�¤���.|{��� f z��(�?� �¤y�� F �ª �Xy{z��(�.�£�¤y��J�(�8«�z��(���`~��(�u~��:z��.�4��|��=~��£~`���(� � �.���¡�8�:zMy{� � |{z��X~`� D ~`�_|{���
y����`©�~\� F ~��$z��(�u�4��|4�¡~��.�:z$y{�_| � y�z��8�4z�~�|��
~�� D �

•   ���.y���� � û �
��~`���u~`�:z��.���J|{� ∫C F(r) · dr ~¬�£~����¡� � �8���¡�8�4z y{� � |{z��¦~��¦�¡y � |�~`� D ~`�_|{���Xy4�(�`©
~`� ∫C F(r) · dr = 0 ��y4�M|{���b�.�`y:�R�2� � |}z��
C ~�� D �
� ù y4� � ��y�y��Ä«¡���2|���¨Dy�y�° � |{�4����� �"! ¨ � z£~`z£~¬�+~`�:z � ~\z�~`�4�2�

•   ���.y���� � �(�
��~`��� ~��:z��8���J|{� ∫

C
F(r) · dr ~¬�+~`�D�¡� � �.���(�.�:zMy{�bz��(� � |}z��X~��O�¡y � |{~�� D ~`��|����
y��(��©~`� curlF = 0

��ªÛ�)� ��~`�2�.�$#-~&%e�.���.�:z�~¬|{����y�� � y{� F · dr ~���� �n«(~Y� �4�
F1dx + F2dy + F3dz =

∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz = df

y��+�(' � ~`�}|{���.�:z��`©4«
∂F3

∂y
=

∂F2

∂z
,

∂F1

∂z
=

∂F3

∂x
,

∂F2

∂x
=

∂F1

∂y

• ®_¯ | �)� �`�4�6ô_��y�¨(��� �õ� �nzMö(� û « ÷ � �8�Rz�~�y��Xø� �(y}��z���|}z$z��(����y�� � � ���(�.�+z�����~`�:z��8���J|{����~`�4��~��
� ¯ |��nz+~��O� � |��n��|����¢�8�}|{� � |}z���z��(��~��:z��.�4��|����
∫ (0,π,1)

(π,π/2,2)(−z sinxzdx + cos ydy − x sin xzdz)

��� �(y}���
∗ F1dx + F2dy + F3dz = −z sin xzdx + cos ydy − x sin xzdz «
z����.���n��y���� F1 = −z sin xz « F2 = cos y « F3 = −x sinxz

∗
∂F3

∂y
= 0 « ∂F2

∂z
= 0

∗
∂F1

∂z
= − sinxz − xz cosxz « ∂F3

∂x
=

∗
∂F2

∂x
= 0 « ∂F1

∂y
= 0

∗ § ����|������R��y}�$�¢z���|}z ∂F3

∂y = ∂F2

∂z , ∂F1

∂z = ∂F3

∂x , ∂F2

∂x = ∂F1

∂y |����¢���.���.��~\z£~¬�+� ¯ |��nz8�
�
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��® �}|{� � |{z����
∗ ª z£~¬� � |}z��
~����¡� � �8���¡�8�4z2«¡z�� � �$z��(���}|{� � ��y{�@z�����~`�:z��8���J|{�e~¬� f(0, π, 1) − f(π, π/2, 2) �
∗
ù ~`�D�¡~`��� f �

f =

∫

F1dx =

∫

F2dy =

∫

F3dz

∫

F1dx =

∫

(−z sin xz)dx

= cosxz + g(y, z) )��(�8���+* � g(y, z) ~¬�£|�Ë��ny��D�ÄzJ|{�:z¤y��@~��:z��8���J|}z�~�y��¡Ì
∂f

∂y
= 0 +

∂g

∂y
=

g(y, z) =

∫

F2dy =

∫

cos ydy

= +h(z)

∂f

∂z
= −x sin xz + 0 +

∂h

∂z
=

h(z) =

f = cosxz + sin y + c ��y��£��y � ���ny��D�ÄzJ|{�:z$y{�b~��:z��8���J|}z�~�y�� c

����� ¨(z��J|���z�~`y4���
f(0, π, 1)− f(π, π/2, 2) = [cos(0 · 1) + sin π] − [cos 2π + sin

π

2
]

=

= −1

�
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• #-y � ¨(�`� ª �:z��.���J|{�¬� 6= ñ$� � �2|}z��2�
~`�:z��8���J|{�ey�� ª z��.�J|}z��2�
~`�:z��8���J|{�
• #-y � ¨(�`��~��:z��8���J|{�Y�

∫∫

R

f(x, y)dxdy

�"ó �(�¡~��(� f(x, y) ��y��£|��`�ez��(� (x, y) ~`�
z��������8��~�y�� R

�"  �(���¡~;%7�8���8�:z�~¬|{� dxdy ~¬�$|��$��y����-z�y � �8|{�X|�z�~���©�|{���8|�~��
���.�4~`y4� R

�=< ����� ù ~����¡~��(��n�8�4z��.�$y��@�4��|���~`zÄ©�« ù ~����¡~��(�?�4y�� �(� � y��@|���¨(~`z��J|{��©?¨7y��(©
• ® ��|�� � |}z�~�y��
y{�6�¡y � ¨(��� ~��:z��8���J|{�Y� < �R~��(�)~��4z��.�J|}z��8��~`�:z��8���J|{�¬�

∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[

∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dy

]

dx =

∫ d

c

[

∫ q(y)

p(y)

f(x, y)dx

]

dy

�=< ��~��(�,� � ����z�~`y4� g(x) |{��� h(x) z�y�¡�J|�� |,¨Dy � ���(|���©�»y4� f(x, y) «�|4�¤��y����`y}�£�8�

•   �8�J���(~>' � �2�.� ò ��|��(����y��b�}|{��~�|�¨(��� ~��O�¡y � ¨(�`��~��:z��.�4��|����
∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫∫

R′

f(x(u, v), y(u, v))

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣

∣

∣

∣

∣

dudv

� R ¨7�8�.y � �8� R′ «(¨ � z$z��(�.©
|{���Mz��(�u��| � � ���.�4~`y4�¢~��O�¡~&%e�.���.�:z�� �
�"  �(��|{���8| dxdy ~`�Xy4��~���~���|{�=�¡y � |{~��
��©¡�Äz�� � ¨7�8�.y � �8� ~`�
z������(�.�F�¡y � |�~`�
�"  �(���¡�.z��.� � ~`�D|{�:z8«

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣

∣

∣

∣

∣

~¬�£�.|��`���8�¢z��(�� �
��®6¯ | �)� ����y{� � ������ô�y��¬|{�£�ny�y4���¡~���|{z����R©:z�� � ↔ ò |��Rz��8��~�|��
�.y:y4���(~`��|{z����R©¡�Rz�� �

• ®_¯ | �)� �`�4�6ô_��y�¨(��� �õ� �nzMö(� � ÷ � �8�Rz�~�y�� ²@?
#-�8���n��~�¨D� z��������8��~�y��
y{�b~��:z��8���J|}z�~�y��
|{���
�8��|�� � |}z�� ∫ π/4

0

∫ cos y

0
x2 sin ydxdy

� y ~¬�¤����y � ? z�y π/4

� x ~¬�¤����y � ? z�y cos y «¡~Y� ��� p(y) = 0 |{��� q(y) = cos y

�"  �(�����8��~�y��¦y��g~`�:z��.���J|}z�~`y4�O~��-z��(�.���n��y4��� 1
8
�.©¡�n����y{�gz��(�)�ny:�R~��(��� � ������«e~Y� �4��z��(�)|{���8|¢¨Dy � ���¡�2�¦¨�© x ±£|{�D� y ±B| ¯ �2�

|{�D�z��(�u� � ����� x = cos y

A
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± ²

± ? � A

?

? � A

²

± ² ± ? � A ? ? � A ²

ù ~�� � ��� ² �6ñ$�8��~�y��
y{� ª �:z��.���J|}z�~`y4�
��® �}|{� � |{z�~�y����

∫ π/4

0

∫ cos y

0

x2 sin ydxdy =

∫ π/4

0

sin y

(
∫ cos y

0

x2dx

)

dy

=

∫ π/4

0

sin y

(

1

3
cos3 y

)

dy

=
1

3

∫ π/4

0

sin y cos3 ydy

=
1

24

[

− cos 2y −
cos 4y

4

]π/4

0

=
1

16
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��~`�(��~��:z��8���J|{�Y�
∫

C

F(r) · dr =

∫ b

a

[F1x
′(t) + F2y

′(t) + F3z
′(t)] dt

ô6|}z��(±Y~����¡� � �8���¡�.�:z���~`�(��~��:z��8���J|{�Y�
∫

B

A

F(r) · dr = f(B) − f(A) �$�(�8��� F = grad f

®6¯ |���z2� ∂F3

∂y
=

∂F2

∂z
,

∂F1

∂z
=

∂F3

∂x
,

∂F2

∂x
=

∂F1

∂y

#-y � ¨(�`��~��:z��.�4��|����
∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[

∫ h(x)

g(x)

f(x, y)dy

]

dx =

∫ d

c

[

∫ q(y)

p(y)

f(x, y)dx

]

dy

ò ��|��(����y��@�}|{��~¬|{¨(�����
∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫∫

R′

f(x(u, v), y(u, v))

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣

∣

∣

∣

∣

dudv

V


