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• �;�������D�����H�����J�����������r� ���J���4¡D�¢���£�¤���
¥����d¦Z�D§&� ���D�¢�4¡D�¢���©¨
∫∫

R

(

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)

dxdy =

∮

C

(F1dx + F2dy)

∫∫

S

F · ndA =

∫∫

R

F[r(u, v)] · N(u, v)dudv

• ª��¢�r«���� �r�J�¢�4¡��=�¤�y�¬¥/�����­¥���®\��§4����§4�4«��B¨�¥���®¯®¯�r��¡Q��«
�������°�¤�����B¥/�°���4�,�j± ²�¨
∫∫∫

R

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

R

f(x, y, z)dV

³�´Fµ �¤®¯«�����¨q¶��4�V¥d�r�¸· × ¹F�D�r��®\��º�»+��¥¢¥H¼½�����H���4¦¾���¢��¦¾�D���¤�
�n�¢�4®À¿,�n�¢�
�����4���H�
���4��¥��n�¸·D¼
∫∫∫

R( ���4��¥��r�¸· )dV =

³�Á �¤�¬§&�����¤������¡��¢����«����
���J���4¡D�¢���D�¬¥������/¥¢�¤®¯�Â�D¥�§H�¤�¬§&���¬�°�¢�r��¡Ã���D�������
���J���H¡��=�¤�k¼B�kÄ ��Ä����=�¤��¥d¦¾���¢®X�n���r�J�¢�\± ²
���D�¢�4¡D�¢���VÅV�¢¥d�

• ´qµ ��®¯«��r�D¨FÆq�¢�������4®ÀÇ��&�_È�ÄÊÉ¯Ë����H¥d�������aÌÍ �����Î�����Ï�����¢�¤� ®Q��¥¢¥
�¤¦��h®Q��¥¢¥j����¥d���¢���������������¤¦����4��¥��n�¸· σ �r�X�h���H¡������ T ���X¥d«��D§&�D¼_¿,���H��� σ = e−x−y−z �¤���
T : 0 ≤ x ≤ 1 − y ¼ 0 ≤ y ≤ 1 ¼ 0 ≤ z ≤ 2

³ ¶��4��¥��n�¸·Ð¦¾����§��¢�r�D�£¨ f(x, y, z) = e−x−y−z

³7Ñ �����V���¤�¢·Q�¤¦��������¢�4¡D�r�D�£¨ T

³ ª��¤�¢���N®Q��¥¢¥,º�ÒÓ�J���H¡��=�¤�-º
∫∫∫

T

σdV =

∫ ( )

( )

∫ ( )

( )

∫ ( )

( )

e−x−y−zdxdydz

=

∫ 2

0

∫ 1

0

[−e−x−y−z]1−y
0 dydz

=

∫ 2

0

∫ 1

0

(−e−1−z + e−y−z)dydz

=

∫ 2

0

[ ]10dz

=

∫ 2

0

(−2e−1−z + e−z)dz

= [ ]20

= 2e−3 − e−2 − 2e−1 + 1Ô
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• ô ¶Ãª���¥,�����¤����¡D����¥
���ÐôÃ�¢�4�H�£õ ¥Â�¢���4�D���H®)���jöD¶
³ ª�����«����Ã���J���H¡��=�¤�y�¤¦F�������4�¢¡��H��§&� §4���>�G� ���=�¤�V¥¸¦¾�D��®¯�H���r�J�¢���¢���­¥����d¦Z�D§&� ���D�¢�4¡D�¢���©¨

• ¹q�����¬�°�¢�r�D��¥Â�¤¦F¶_�����H��¡D�4��§4�Ãª/���4���¢�4®j¨
Ô Ä

∫∫∫

T

∇ · FdV =

∫∫

S

F · ndA

Ì�Ä
∫∫∫

T

(

∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
+

∂F3

∂z

)

dxdydz =

∫∫

S

(F1dydz + F2dzdx + F3dxdy)

• ÷Ã§H§4�¤�����������r��·�¼F¿Â����¥��>�����+ô ¶Ãª"�r�h�����;± ²�¿Â��·D¼q�kÄ �DÄø¡������4�ù�����j���D�¢�4¡D�¢���Â�¤���¢���>�¢��¡��J�\�V�¤���h¥d�¬���j�¤���
�¢�¢����¥d¦¾���¢®"�n�����J���Q���D�¢�4¡D�¢���G���j�r�4¦ú�����¤�V�>¥�������Ä

• ´qµ ��®¯«��r�D¨FÆq�¢�������4®ÀÇ��&�_È�ÄÊÉ¯Ë����H¥d������� Ô4û´ �����r�V�°��� �¢���­¥����d¦Z�D§&� ���D�¢�4¡D�¢��� ∫∫
S
F · ndA �½·Q�¢�����������H��¡D�4��§4�_�¢���4�D���H®"¦¾��� F = [ex, ey, ez] ¼ S ��¥,�����­¥�����¦Z��§&� ��¦��¢���

§4���G� |x| ≤ 1 ¼ |y| ≤ 1 ¼ |z| ≤ 1 Ä
³ Ç½����¦Z��§4���¤�¢�\± ²
üV�¤�/«��������H¥Â�¢���°��«����¢���r���4�G�¢�+± ²Óýk«��¬�¤����¼-± ²TýT«��¬�¤�����¤�V�;± ²TýT«��¬�¤���DÄ
³7þ �D��®Q���G�����n���D�H§&�����=¥/�¤�¢�Ã�����H���4¦¾���¢��¼����H«V�H���
���
¿,����§=�j��¦-�����­¥d� µ «��¬�¤���B¥4¼��D�����¤¦������ ¦¾�D�r���°¿,����¡�¨

³ ÒÓ��¥d���B���>�¤¦R¥���®¯®¯�r��¡Ð¥d� µ ���D�¢�4¡D�¢����¥
���Q®Q��ÿ��Ã��«
������¿,���D�r��¥�����¦Z��§&� S ¼�¿Â����¥��Ã������ô ¶Ãª ¼����H��§&�D¨
∫∫

S

F · ndA =

∫∫∫

T

∇ · FdV

=

∫ ( )

( )

∫ ( )

( )

∫ ( )

( )

(ex + ey + ez)dxdydz

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

[ex + xey + xez]
1
−1 dydz

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(

e − e−1 + ey + ey + ez + ez
)

dydz

=

∫ 1

−1

[

(e − e−1)y + 2ey + 2yez
]1

−1
dz

=

∫ 1

−1

(

4e − 4e−1 + 4ez
)

dz

=
[

(4e − 4e−1)z + 4ez
]1

−1

= 12e− 12e−1

• ��¥,·��D�>¥��4� ¦¾�¢��®"�¢��� ���¢��«��r� ���J���4¡D�¢���©õ ¥Â� µ �¤®¯«�����¼�¿Â��®Q��·Q��¥�� ���¢�r«���� �r�J�¢�4¡��=�¤�y�¢�\Å����>������®Q�D¥�¥HÄÑ �����r¦R�����­���H��¥��n�¸·Ð�¬¥,�����n¦¾�D��®)�����n�¸·D¼�������®¯�D¥�¥/�¬¥/�¬���4�J���¬§4���y���¯�¢���Ð± ²

Ì
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• ´qµ ��®¯«��r�D¨FÆq�¢�������4®ÀÇ��&�_È�Ä �ÐË����H¥d������� Ô�Ô
Ç����°¿��¢���°�_�\�¢�4¡������ T ¿,�r���j�G�����V���¤�¢·�¥����d¦Z�D§&� S ����¥Â�¢�������D�r��®¯�D¨
V =

∫∫

S xdydz =
∫∫

S ydzdx =
∫∫

S zdxdy = 1
3

∫∫

S(xdydz + ydzdx + zdxdy)

³7Ñ �H§H�¤��¥����D������®¯��§4�¤�
�G�­§4�¤�¬§&�����¤���H�>�½·Ð��¥��r��¡��¢��� ���¢��«��r�����J���H¡��=�¤�k¨ V =
∫∫∫

S?
( )dxdydz

¿,���H��� S? ®¯�H����¥Â���������H¡��������G���������H�
�½·Ð�¢����¥d���d¦Z�D§&��¼��½·>ô ¶Ãª ¼�¿Â� �������D¨
V =

∫∫∫

S?

(1)dxdydz

=

∫∫∫

S?

1

3
(∇ · [x, y, z]) dxdydz

=
1

3

∫∫∫

S?

∇ · [x, y, z]dxdydz

=
1

3

∫∫

S

(xdydz + ydzdx + zdxdy)

³ ���r���H���V�°�������H�r·D¼D¿Â� �¤�¬¥d��¦¾�������Ð�����¤�H¨ ∇ · [x, 0, 0] = ¼ ∇ · [0, y, 0] = ����� ∇ · [0, 0, z] = Ä��,�4«G�H�¤������¡
����� ���V�°�D�����4�¢�r�°�¤�������j§4�¤�>�����4�a¥d���°¿P�������¢�H¥����r�HÄ

• �_�4��§4��·��D�>§4���a¥d�H��¼½Å����	��

�Q���B§��¢���Â¦¾����§&������� F �¢���°�,Å��,�¢����«��¢�������4®j¼½�¢���4�j·��D�
§H�¤�
��¥���ô ¶�ª Ä

� �\�-}�ò��­�­ë¸�À|ñð>�,ò­}R��ó

����� ����������� �"!�#%$'& (
)

• ���4®¯�4®��V�H�
�¢���°�B¼½¦¾���,�\«��¤�����¬§&���_�¢�¤�=�°�¢�r�D�>�¤������¡��¤�
� µ �¬¥4¼�¥���§=���¢���°�Â�����Ã����§&��¥/��¦-�¢�¤�¢�¤�������>����¥Â�=��������¥ r ¼��¢�¤�=�°�¢�r��¡�¿,�n�¢�
± ² ω �¤���>�r�V¥¸�=�¤�J�¢�����4�D��¥Â���4����§&�r�¸· v ��¥����H���¤���H�>�½·y¨

ω × r = v

• *q�D�a§4�¤�
���H���r¦¾·¯������¥H¨ ∇× v = 1
2ω

• ª/�½��¥�+�§&�����-,Ã®¯�H����¥,�¤��¡����¬�¤�/���H�r��§4�n�¸·Q��¦��\���B§��¢���ÂÅ��4�¬�
³ ÒT¦�+d§4�����-,��¬¥�.4�H���V¼��n���¬¥�± ²
³ »a�B��¥���������¡������­����¡��������Â�D�4����§&�r�¸·Ð§4�¤�
¡��������¯¥��4��¥�� ���
����� �°�¤��������¦R§&�����

• ´qµ ��®¯«��r�D¨FÒT¦ v �¬¥/����� üV�°¿Î�¤¦R¿Â�¤���H���¤���>Ò
«����_�\«��������r� ¿,���H�4�£�D���¢����¿Â�¤���H�H¼�¿,���r�-�n���¢�¤�=�°���0/
Ô Ä�¶��¢��¿Î�\«��¬�¤���­¥d����¦Z��§4�_�¢�Ð§&�D�D�=�¤�����¢����¿,���H�4�
Ì�Ä�¶��¢��¿Î�¯§4�r�J¥d�B�����½��«
���
�����­¥�����¦Z��§4�
ö�Ä_Ç½��®À��«j�¤���N������«V�¤�=�¤���r�H�nýk����ýT¥�����¦Z��§&��§&��®¯«G�����H�J�/��¦R�D�H§&�����=¥ v �¤������¡\�����­§&���¢���¯±¾���r�����r�J���H¡��=�¤�ú²û Ä�ª/����¥���®¯®¯�¤�������
��¥����¤�1.4�H���V¼½������¿,���4�4�N¿,�����£�����¢�¤���

• Ñ ���_���n�¢�4�¢���°�¢�r�D�4��·�¼½¿Â� §H�¤�j�¤�¬¥d�\�¢���r��ÿ��¤¦������¬¥H¨
Ô Ä�ª/����¥����d¦Z�D§&� �¬¥Â¦¾���r���¤¦������J·>¡��B�¤�=¥
Ì�Ä�ª/���H��� �¬¥,��¡D�H���/�¤�,�����­� µ ��¥Â�¤¦R������«��������r� ¿,���H�4�
ö�Ä_ôÃ�H���¢¥Â®Q��·Ð�¢�¤�=�°��� §&����§=ÿ½¿,��¥��4��·Ð���,§4�����J���H�¢§4�r��§=ÿ½¿,�¬¥d�H�r·D¼D¦Z�D¥¸�,�D��¥d���°¿
¿,���¬§=�
§H�¤�
�V���¢�4«����B¥d�H�D�¢�H���J· (∇× v) · n ¿,���H��� n �¬¥/����� ���D��®Q���N�����r�����H§&���D�
�¢�¯�����­¥�����¦Z��§4�û Ä,ÒT¦R�������¢�¤�=�°�������
�¤¦��¤���N������¡��H���¢¥/����� ����������§&�B�N¼��©Ä ��Ä ∑

(∇× v) · n = 0 ¼�������¡D�H�¤�/�¢�4«��¢�H¥��4�J�¢�r��¡\�¢����«��������r� ¿,���H�4�
¿,���r�N�����������¢�¤���

ö
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• Ç½���¢��ÿ��Dõ ¥
�¢���4�D���H®
¨
∫∫

S

(∇× F) · ndxdy =

∮

C

F · dr

• ÒT���¬¥,�\¡��H���4�=�¤���R.B�°�¢�r�D���¤¦FôÃ���H�4�£õ ¥Â�����4���¢�4®)���¯�����­ö�¶ñ¥�«���§4�
• ´qµ ��®¯«��r�D¨FÆq�¢�������4®ÀÇ��&�_È�Ä ÈÐË����H¥d�������aÌ
ÒÓ�J�¢�4¡��=�°�¢���¢����¥d����¦Z��§4�����J���H¡��=�¤� ∫∫

S
(curlF) · ndA ���r�¢�H§&����·�ÄFª/���H�
§=���B§=ÿ¯����� �¢�H¥����n�/�½·Q�r�J�¢�4¡��=�°�¢�r��¡­����� §4���¢���B¥d«G���V���r��¡

�����������J���H¡��=�¤�R�J·+ÇJ�¢��ÿD��õ ¥_�¢���4�D���H®j¨ ∫∫

S(curlF) · ndA =
∮

C F · r′(s)ds Ä­�P���H���D¨F = [y2, −x2, 0] ¼ S �¬¥��¢���Q§&���¢§4�������
¥��4®¯�¬���¬¥dÿ x2 + y2 ≤ 4 ¼ y ≥ 0 ¼ z = 0 Ä
³ ¶��r�¢�H§&�/���J���H¡��=�°�������-¨

curlF =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y2 −x2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ( )k

n = k

���H��§&�D¨ (∇× F) · n = −2x − 2y
∫∫

S

(∇× F) · ndA =

∫ 2

0

∫

√

−√
(−2x − 2y)dxdy

=

∫ 2

0

[

−x2 − 2xy
]

√
4−y2

−
√

4−y2
dy

=

∫ 2

0

(

−4y
√

4 − y2
)

dy

= −2

∫ 4

0

√
4 − udu

= −2

[

− (4 − u)3/2

3/2

]4

0

= −32

3

³ ÇJ�¢���Dÿ���õ ¥
�����H���¢�4®j¨
∗ ª/��� «G�4�¢�r®¯�&�¢�4����¦-�¢���­§&���¢§4���¬�¤�,¥d�H®¯�����¬¥�ÿ����>«����¢��®¯�&���¢�¬§�¦¾�D��®j¨

x2 + y2 = 4 =⇒







x =

y =

¿,�r��� 0 ≤ t ≤ π

û
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∗ S£����� ���D�¢�4¡D�¢���N���j§&���¢���Ã«��¤�����¤¦�������«G�4�¢��®\�4���H�H¨
∮

C

F · r′(s)ds =

∫ π

0

[y2, −x2, 0] · [−2 sin t, 2 cos t, 0]dt

=

∫ π

0

(−8 sin3 t − 8 cos3 t)dt

= −2

∫ π

0

(3 sin t − sin 3t + cos 3t + 3 cos t)dt

= −2

[

−3 cos t +
1

3
cos 3t +

1

3
sin 3t + 3 sin t

]π

0

= −2

(

3 − 1

3
+ 3 − 1

3

)

= −32

3

∗ S£����� ���D�¢�4¡D�¢���N���>�����­¥d���=�¤��¡��J�/�r������«����d�,�¤¦R������«V�H����®¯�&���H�H¨ (−2, 0) → (2, 0)

r(t) = ti ¿,�n�¢� t ¦¾�¢��® −2 ��� 2

ª/���H���4¦¾���¢��¨
r′(t) = [1, 0, 0]

∮

C

F · r′(s)ds =

∫ 2

−2

[0,−t2, 0] · [1, 0, 0]dt

=

∫ 2

−2

(0)dt

= 0

∗ �P���¬§=�a¥d���°¿�¥
�¢���°�,�¢�������B¥d���n�/¦¾�¢��®ÀÇJ�¢���Dÿ��Dõ ¥Â�¢���4�D���H®9�¤����¦¾�¢��®9�����¢�H§������J���H¡��=�°�������
�¤�¢�_�¢���­¥¢�¤®¯��Ä

T


